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و  هايبا ورود صيتخص مسئلةحل  يبرا يديجد ياضيمدل ر
   ناهمگن چندگانة هاي يخروج

   4، عباسعلي حيدري3، آمنه خديور2حسين محبي ،1عادل آذر

 اتي ـدر عمل قتحقي ـ ةدر شـاخ  سـازي نـه ياز مسـائل به  يكيامروزه مسئلة تخصيص،  :چكيده
در  صيتخص ـ ةمسـئل . كننـد مـي در اين زمينه مطالعـه   متعددي پژوهشگران و شود محسوب مي

معمـولاً بـا    ،يواقع ـ ياي ـمسـائل در دن  نيقرار دارد كه كاربرد ا NP-Hardمسائل  ةخانواد ةزمر
 نيقـوان و  ميمفـاه  يبر اساس برخ ـ ،مقاله نيا. متنوع همراه است هاييو خروج يورود نيچند

ها معادل در داده يپوشش ليدر تحل ها را با مفهوم كاراييآن توانيبرق كه م يمهندس ةاثبات شد
 هاييو خروج يبا ورود صيتخص ةلئحل مس يبرا يديجد خطي يزرينظر گرفت، مدل برنامه

بـه   مـدل نـوع   ني ـتابع هـدف در ا . دهدميارائه  ،ممكن صيهر تخص يبه ازاناهمگن  ةچندگان
 مـدل رياضـي جديـد،    نيا ةعمد هاي مزيتاز  .است ينسب ييكارا مميماكز نه،يهز ايسود  يجا

جاي حـل چنـدين مـدل    حل فقط يك مدل رياضي به ،نهيبه سمت جواب به تر عيسر ييهمگرا
 هـا يتعداد ورود يشبا افزا يشنهاديمدل پ هاييتو محدود يرهاتعداد متغ رياضي، تغيير نكردن

در . اسـت مرسـوم   هـاي روش سـاير زمان محاسبات كمتر نسبت به نيز و  مسئله هاييخروج يا
و نتايج آن با مدل چـن و لـو    شده حيتشر يمثال كاربرد كي همراه با يشنهاديمدل پانتها نيز، 
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  مقدمه
هاسـت  شـبكه  اني ـجر يو تئـور  يخط ـ يزيردر برنامه جياز موضوعات را يكي 1صيتخص ةلئمس

و  نـه يهز بـه  استاندارد، فقـط  صيتخص ةلئمس سازيدر فرموله). 2002هيلر، ليبرمن و فردريك، (
 هـر  يبـرا  ،يواقع ـ يكـه در كاربردهـا   يدر حال شود، ميممكن توجه  صيهر تخص يسود به ازا

. نيـاز داريـم   صيتخص ـ مسـئله در  يورود وانعن هنوع منبع ب نيچندبه  ممكن، معمولاً صيتخص
هـاي نـاهمگن در   خروجـي  عنوان بهرا نوع هدف  نيچند تواننديم رندگانيگ ميتصم ،نيبر ا علاوه

به ). 2007چن و لو، (د ممكن است متفاوت باش زياهداف ن نيبه ا يابيدست هايكه راه نظر بگيرند
حل دقيق و مناسب براي اين نوع مسائل پركاربرد، ضرورت ايـن پـژهش را   راه ةهمين دليل، ارائ

ريزي خطي جديد و دقيـق بـر مبنـاي مفـاهيم     مدل برنامه ةهدف اين مقاله ارائ. كند ميدوچندان 
هـا و  تخصيص با مـاكزيمم كـارايي نسـبي بـه ازاي ورودي     ةمسئلمدارهاي الكتريكي براي حل 

  .استهاي چندگانه ناهمگن خروجي

  پيشينة نظري
  .شود ميها و رويكردهاي موجود در مورد مسئله تشريح  ها، ديدگاه اين بخش، تئوريدر 

  تخصيص ةمسئل
فرد بـا صـرف    nشغل به  nتخصيص  ةمسئل ةحل بهينعبارت است از يص استاندارد تخص ةمسئل

يص تخص ـ ةمسـئل طور كلي،  به .)2010بازارا، جارويس و شرالي، (بيشترين سود يا كمترين هزينه 
 ينا يحعدد صح ريزيمدل برنامه. حمل و نقل در نظر گرفته شود ةمسئلتواند حالت خاصي از مي

  :)1394، آذر( است يرصورت ز هب مسئله
  )1رابطة 

  
( ) =  

: = 1            = 1, 2, … ,  

= 1           = 1, 2, … ,  

= 0  1  
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1. Assignment Problem 
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ام iشـغل   يعنيباشد،   = 0 اگر ام واگذار شود وjام به فرد iشغل  يعنيباشد،   = 1 اگر
نشان   باشد با نهيهز ايسود  توانديكه م صيتخص سيماتر هايهيدرا. ام واگذار نشودjبه فرد 
 نيكمتـر  اي ـسود  نيشتريفرد با صرف ب nشغل به  nمثلاً  صيتخص nهدف، انجام . شوديداده م

تخصـيص  شـغل   كي ـ نيز فقط بـه هر فرد و فرد  كيفقط به  غلمدل هر ش نيدر ا. است نهيهز
  ). 1394، آذر(يابد مي

  اهداده يپوشش ليدر تحل ييمفهوم كارا
نسبت  ديتول يمنابع خود را در راستا يسازمان به خوب كيمفهوم است كه  نياكنندة  انيب 1ييكارا

 ييكـارا ). 1996، فريـد، لاول و تـورنر  ( از زمان استفاده كرده است يعملكرد در مقطع نيبه بهتر
 كـه عمومـاً از نسـبت    محاسـبه شـود   هـا خروجـي  ها وورودي بياز ترك ديبا ،يكل اريعنوان مع به

، لـوين و مينتـون  ( آيد دست مي بهها  ستاده نيا ديتول يلازم برا ياه شده به داده ديتول يها ستاده
1986.( 

كـه   اسـت  ياض ـير يزي ـر بر برنامه يو مبتن كيرپارامتريغ يكرديرو 2ها داده يپوشش ليتحل
 دكن مي رپذيچندگانه را امكان يها ها و ستاده داده بامشابه  يريگ ميتصم يواحدها ييكارا يابيارز

همـان   ،شـود  مـي اسـتفاده   DEAكـه در   ييمفهوم كـارا ). 2015 سوبريرب و ربلاتوك، ،ماريانوا(
 .)2000 ليو،و  كائو( ستها مقدار داده يها به مجموع وزن مقدار ستاده يمجموع وزن ميتقسحاصل 

 يخط يزير حل مدل برنامه قيها از طر ها و ستاده از داده كيداده شده به هر هاي وزن DEAدر 
u(ها وزن نيا DEA. ديآ يدست م هب 2ة طبق رابط , v( ييكـه كـارا   كنـد  يم ـ نييتع يرا طور 

  .)2000 ليو،و  كائو( واحدها حداكثر شود رينسبت به سا احدو
  )2  رابطة

  
 = ∑∑  ∑∑  ≤ 1   = 1,2, … ,   ,    

  مدارهاي الكتريكي
وجـود   الكتريكـي بـه   ةيك مدار يا يـك شـبك   ،الكترونيكي ةاتصالات دروني دو يا چند عنصر ساد

نيلسـون و  (نامند آن را مدار الكتريكي مي ،اگر شبكه حداقل داراي يك مسير بسته باشد. آورد مي
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1. Efficiency 
2. Data Envelopment Analysis 
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طور خـاص اسـتفاده    هب يكيالكتر يموجود در مدارها ميمفاه يمقاله از برخ نيدر ا ).2011، ريدل
  . شود دربارة هر يك توضيح كوتاهي داده مي كه در ادامهشود مي

كنـد كـه    اسـت، بيـان مـي     گذاري شدهقانون اُهم كه به نام كاشف آن جرج اهم نام: قانون اهم
به جريان عبور كننده از ) و مقاومت(بين دو سر يك هادي ) يا افت ولتاژ(نسبت اختلاف پتانسيل 

ولتاژ  دهندة نشان Vكه در آن است  R=V/Iآن به شرطي كه دما ثابت بماند، مقدار ثابتي برابر با 
بـر حسـب    Rادله به يك ثابت نسبي اين مع. جريان بر حسب آمپر است معرف Iبر حسب ولت و 

  ).2011، نيلسون و ريدل( نام داردشود كه مقاومت الكتريكي آن عنصر  ميمنجر اهم 
نيلسون ( اند هاي مداري كيرشهف، از دو بخش تشكيل شدهقانون: هاي مداري كيرشهف قانون
  :)2011، و ريدل
يـا از آن   شـده هايي كه به يـك گـره وارد    جمع جبري جريان: 1قانون جريان كيرشهف •

  .نيز معروف است KCLاين قانون به قانون . شوند برابر با صفر است خارج مي
در هر حلقه يا هر مدار بسته، مجموع جبري اختلاف پتانسيل در  :2قانون ولتاژ كيرشهف •

  .معروف است نيز KVLاين قانون به قانون . هاي مدار، برابر صفر است عنصر
هاي سـري  ولتاژ از تركيب يك منبع ولتاژ و مقاومت ةكنندمدار تقسيم: ولتاژ ةكنند ميمدار تقس

شـود  ياسـتفاده م ـ  3ة ها از رابطدست آوردن ولتاژ هر يك از مقاومت هبراي ب. تشكيل شده است
  .)2014درف و سووبودا، (

=  )3رابطة  ∑   

اسـت كـه    يولتاژ مربوط بـه مقـاومت   نيشترولتاژ، بي ةكنندمدار تقسيم كيدر  ،3رابطة  طبق
  .ولتاژ نشان داده شده است ةكنندميمدار تقس 1در شكل. باشد يشتريمقدار مقاومت ب يدارا

  
  ولتاژ ةكننديمتقسمدار . 1شكل 
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1. Kirchhoff's Current Law 
2. Kirchhoff's Voltage Law 
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هـاي  جريان از تركيب يك منبع جريان و مقاومـت  ةكنندمدار تقسيم: جريان ةكنند مدار تقسيم
اسـتفاده   4ة هـا از رابط ـ دست آوردن جريان هر يك از مقاومت هبراي ب. موازي تشكيل شده است

  .)2014درف و سووبودا، ( شود يم

=  )4رابطة  1/  

كـه   كنديعبور م ياز مقاومت انيجر نيشترجريان، بي ةكنندمدار تقسيم كيدر  ،4رابطة  طبق
 .نشان داده شده است انيجر ةكنندميمدار تقس 2در شكل . باشد يمقدار مقاومت كمتر يدارا

  
  جريان ةكننديممدار تقس .2شكل 

عناصـري سـه سـر بـا مقاومـت ورودي بـالا،        ،هاامپهاي عملياتي يا آپكنندهتقويت: 1امپآپ
هاي آن برقرار اسـت  ترمينالكه نكات زير بين  هستندولتاژ بزرگ  ةمقاومت خروجي پايين و بهر

  ):2014درف و سووبودا، (
 .آل برابر صفر استامپ ايدهجريان وارد شونده به هر سر ورودي آپ •

 .آل برابر صفر استامپ ايدهاختلاف پتانسيل ميان سرهاي ورودي آپ •

  .نيستامپ صفر جريان خروجي آپ •
  . نشان داده شده است 3آل در شكل امپ ايدهيك آپ

  

  
  لآدهامپ ايآپ .3شكل 
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1. Op-amp 
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  پيشينة تجربي
 هايبا ورود صيتخص ةل مسئلح در زمينة يپژوهش گونهچيه ار،يبس هاييبررسمطالعه و پس از 
 گفـت  تـوان يم بنابراين،. نشد افتيبرق  يمهندس نيقوان ةيبر پاناهمگن  ةچندگان هاييو خروج

پـژوهش، در نـوع خـود     ني ـدر ا يكيالكتر يمدارها نيقوان ةيبر پا يشنهاديپ مدلكه استفاده از 
و  هـا يبـا ورود  صيتخص ـ ةحـل مسـئل  بـراي  پـژوهش  تعداد معدودي  رابطه،در اين . است عيبد

 به يمرور اجمال كه در ادامه شدهمفاهيم تحقيق در عمليات انجام  طريقاز  چندگانه هاييخروج
  .داشت ميخواه آنها

تواند در تخصيص نيـروي انسـاني در   عامل مي ، سور و برا نشان دادند چندين1998در سال 
توانند براي شناسـايي سـنجش   واحدهاي ارزيابي متفاوت مي ،طور كلي هب. ثر باشدؤم توليد سلولي

 .در نظـر گرفتنـد   مسئلههاي خروجي عنوان بهرا ها عامل سنجش اينآنان . شوندعملكرد استفاده 
 مسـئله گيري مجموع عملكرد هر هستند و اندازه ها ناهمگنها و خروجيورودي در عمل، معمولاً

بايد راه حل جديدي توسعه  ،بنابراين براي سروكار داشتن با مشكلات فوق. سخت و پيچيده است
چندگانه، كامبل و ديابي  يتخصيص آموزش كارگران در دپارتمان ةمسئلهمچنين، براي حل . يابد

هـاي مختلـف و توانـايي كـارگران     پارتمـان سطح تقاضا در دتوان  مينشان دادند  2002در سال 
خروجي در نظـر  عنوان  به راها و اثر كيفيت سرويس و رضايت كارگران  عنوان ورودي به را موجود
هـاي  ، چن و لو، روشي را براي حل مسائل تخصيص بـا ورودي و خروجـي  2007در سال . گرفت

گيـري  بـراي انـدازه   ،هـا  ششي دادهدر تحليل پو BCC ةدر اين روش، از رابط. چندگانه ارائه دادند
 ياز واحـدها  يابا توجـه بـه مجموعـه   هاي ممكن تخصيص سايركارايي هر تخصيص نسبت به 

كارايي يك فرد به يك شغل نسبت  ةيري استفاده شده است، بدين صورت كه يك مرتبگيمتصم
كارايي يك فرد به يك شغل نسبت به افراد متفـاوت سـنجيده    ةهاي متفاوت و يك مرتببه شغل

استفاده شـده   BCC ةرابط ةدربار ،مثالي ةنژاد با ارائشاهلو و افضلي، جهان2008در سال . شودمي
موجود در مـدل چـن و لـو صـحيح      BCC ةبه نظر آنها رابط. اظهار نظر كردند مدل چن و لودر 
در همان سال، چـن  . به اصلاح آن پرداختند ،BCCصحيح  ةطضمن مقايسه با راب ، از اين رونبود

با تشريح جزئيات مـدل   منتشر كردند ونژاد شاهلو و افضلياي را در پاسخ به نظر جهانو لو، مقاله
محور اسـت، نـه   خروجي BCC ةيك رابط ،آنها قبلي ةفرموله شده در مقال ةرابط دادندخود نشان 

    .نژاد بوده استشاهلو و افضليظر جهانكه مد ن يورودي محور BCC ةرابط

  ي شنهاديپ يخط يزريمدل برنامه
 ةمسـئل هاي چندگانه براي هر تخصـيص ممكـن،   ها و خروجياين مقاله با در نظر گرفتن ورودي

شغل اسـت   nفرد و  nتخصيص داراي  ةمسئلفرض كنيد . تخصيص معمولي را توسعه داده است
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به شغل  iبراي تخصيص فرد . خروجي وجود دارد tورودي و  m ،كه به ازاي هر تخصيص ممكن
jها با ها و خروجي، ورودي= ( , , … , =و  ( ( , , … , به  (

واحـد   ةهـا شامــل يـك مجمــوع    شـغل  ةبراي هر فـرد، هم ـ  بياني، به. اندترتيب مشخص شده
  . گيري وجود داردواحد تصميم nشود، يعني گرفته مي در نظر) DMU(گيري تصميم

بـا   n×nتخصـيص خطـي    ةمسـئل بـراي   شـده ريزي خطي عدد صـحيح پيشنهاد مدل برنامه
در خروجي نـاهمگن دارد،   tورودي و  mماكزيمم كارايي نسبي كه به ازاي هر تخصيص ممكن، 

  .نشان داده شده است 5قالب رابطة 
  )5رابطة 

  
 = 1 1 + 1

+ yijr yikr

n

k=1

-1

+ ykjr

n

k=1

-1   

:  = 1     = 1,2, … ,  

 = 1    = 1,2, … ,   = 0  1  

w اگر. متغير تصميم است wدر مدل فوق، متغير عدد صحيح  =  سطر بايد يعنيباشد،  1
i ستونام به jو اگر  ام واگذار شودw =   . ام واگذار نشودj ستونام به i يعني سطرباشد،  1

  شناسي پژوهش روش
آزمـون   قي ـهـدف از تحق  يگاه. كننديها سه هدف متفاوت را دنبال مپژوهشطور كلي، كلية  به

. خاص است ةنيزم كيدانش موجود در  ةها و افزودن به مجموعدهيپد نيروابط ب نييها، تبهينظر
 يبـرا  شهـاي افتـه يقصد كاربرد  بهكه پژوهش  ياما زمان نام دارد؛ ياديپژوهش بن يقيتحق نيچن

 نيسوم. شوديم دهينام يپژوهش كاربرد ،انجام شود يحل مشكلات خاص متداول درون سازمان
 قي ـتحق هـاي هيتوص ـ گذارياثر يبررس يكه برا است يابيپژوهش ارز ،يپژوهش يريگنوع جهت

ايـن  شـده،   بيـان با توجـه بـه مطالـب    ). 1392، آذرو  ، الوانيفرد ييدانا( شوديانجام م يكاربرد
  . است ياديپژوهش از نوع بن

دست آمدن تابع هدف مدل پيشنهادي با اسـتفاده از قـوانين حـاكم بـر      هدر ادامه، چگونگي ب
   .شود ميمدارهاي الكتريكي تشريح 



 ...و هايبا ورود صيتخص ةلئحل مس يبرا يديجد ياضيمدل ر  ــــــــــــــــــــــــــــ    8

  با استفاده از مدارهاي الكتريكي شدههدف مدل پيشنهاد اثبات تابع
 يخروج ـ كي ـو  يورود كيبا  3×3 يخط صيتخص سيماتر كيكاهش حجم محاسبات،  يبرا

  .شوديفرض م 1 مطابق با جدول
=ورودي  ةبه ازاي هر دراي ( , , … , ، معادل آن به شـكل يـك   مسئلهاز  (

ــت الكتريكــي   =عنصــر مقاوم ( , , … ,  ــ ( ــر دراي ــه ازاي ه ــز ب خروجــي  ةو ني = ( , , … , ، معـادل آن بـه شـكل يـك عنصـر مقاومـت الكتريكـي        مسئلهاز  (
′ = ( ′ , ′ , … , ′ در  2ها مطابق با جـدول  ا هريك از آن درايهبا مقدار اهم برابر ب (

=سپس هر يك از عناصر مقـاومتي  . شودگرفته مينظر  ( هـاي  مـت ويـك بـار بـا مقا    (
تشـكيل مـدار تقسـيم جريـان     (سطر خود موازي شده و توسط يك منبع جريان ثابـت تحريـك    هم

توسـط يـك منبـع جريـان ثابـت       ستون خود موازي شـده و هاي هممتوو بار ديگر با مقا) سطري
همچنـين، هـر يـك از عناصـر مقـاومتي      ). تشكيل مدار تقسـيم جريـان سـتوني   (شود تحريك مي ′ = ( ′ سطر خود سري شده و توسط يـك منبـع ولتـاژ ثابـت     هاي هممتويك بار با مقا (

ستون خـود سـري   هاي همو بار ديگر با مقامت شود مي )تشكيل مدار تقسيم ولتاژ سطري(تحريك 
آنگـاه بـا   ). تشكيل مدار تقسـيم ولتـاژ سـتوني   (گردد شده و توسط يك منبع ولتاژ ثابت تحريك مي

=هاي مقدار جريان هر يك از مقامت KCLو KVLاستفاده از قوانين اهم،  ( بر حسب  (
′هاي آمپر و مقدار ولتاژ هر يك از مقاومت = ( ′   . شوداسبه ميبر حسب ولت مح (

  يخروجيك و  يورود يكبا  3×3تخصيص  ةماتريس اولي. 1جدول 

C B A  
ستون

 سطر
x131, y131 x121, y121 x111, y111 1  
x231, y231 x221, y221 x211, y211 2  
x331, y331 x321, y321 x311, y311 3  

  مقاومت  سيماتر. 2جدول 

C  B A  
ستون

 سطر
r131, r'131 r121, r'121 r111, r'111 1  
r231, r'231 r221, r'221 r211, r'211 2  
r331, r'331 r321, r'321 r311, r'311 3  

در شـكل  ) معادل با ( 111′كاهش حجم مدارها فقط به عنصر مقاومتي  برايدر اينجا 
  .اكتفا شده است 4
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  )ب( )الف(

  يولتاژ سطر يممدار تقس يلتشك )ب. (يولتاژ ستون يممدار تقس يلتشك )الف( .4شكل 
  

) در مدار تقسيم ولتاژ سـطري  R11ولتاژ دو سر مقاومت ( vبراي مثال مقادير  بالا،در مدار 
تقسيم ولتاژ زير  ةبا استفاده از رابط) در مدار تقسيم ولتاژ ستوني R11ولتاژ دو سر مقاومت ( vو 

  .شودمحاسبه مي

  )6  رابطة
  

=   =    
 ـ 9دليـل وجـود    هب(كننده مدار تقويت 9با استفاده از آنگاه  ، )در مـاتريس مقاومـت   ′r ةدراي

  .شود ميمحاسبه  يو ستون يسطرتقسيم ولتاژ در هر دو مدار مجموع ولتاژهاي هر مقاومت 
 ـ ةكنندبراي نمونه به مدار تقويت، 5در شكل  آوردن مجمـوع ولتاژهـاي    دسـت  هولتاژ براي ب

  . اكتفا شده است يو ستون يسطرهاي مقاومتدر هر دو مدار  R11مقاومت 

  

   R11 آوردن مجموع ولتاژهاي مقاومت دست هولتاژ براي ب ةكنندمدار تقويت .5شكل 
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فـرض   vامپ هـم پتانسـيل بـوده و پتانسـيل آنهـا      اشاره شد، سرهاي آپ طور كه قبلاًهمان
  .آيددست مي هب(+) سر  ةگر 7رابطة امپ صفر است با نوشتن چون جريان ورودي آپ. شود مي

  )7  رابطة

  :         يا

 − + = 0 =   

  .شود محاسبه مي) -(سر  ةگر ،8ة رابطهمچنين با نوشتن 
+   )8رابطة  + − = 0 

  .آيددست مي هب voبالا،  ةآمده از رابطدست  هب vبا قرار دادن مقدار 

=  )9رابطة  ′ ( + )( + ) +  

= در حالت خاص كه =   :آيدباشد، ولتاژ خروجي به صورت زير در مي =
=  )10رابطة  ′ +  

 محاسبه يو ستون يسطرتقسيم ولتاژ در هر دو مدار  R11بنابراين، مجموع ولتاژهاي مقاومت 
o حال. دش = 11 + . گيـرد ، شكل مـي Vقرار داده و بدين ترتيب ماتريس ولتاژ  =

  .آيددست مي هب  همانند Vهاي ماتريس درايه باقيذكر است كه  شايان

  )V يسماتر(ولتاژ  يسماتر. 3جدول 

C  B A  
 ستون

  سطر
V13 V12 V11 1  
V23 V22 V21 2  
V33 V32 V31 3  

  
  :برابر است با پس مقدار 

=  )11  رابطة × 1+ + + 1+ +  

برابر با يك ولـت در نظـر    Vها و نيز مقدار منبع ولتاژ ثابت  ها برابر با  حال مقادير 
  :آيددست مي هزير ب ةبنابراين معادل. شودگرفته مي
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=  )12 رابطة 1+ + + 1+ +  

 ةخروجي تعميم داده شود، نيمي از رابط tبا  n×nتخصيص  ةاگر اين رابطه براي ماتريس اولي
هاي چندگانه است، ريزي خطي پيشنهادي كه مربوط به خروجيموجود در تابع هدف مدل برنامه

  .تنشان داده شده اس  ةشود كه در ذيل با رابطاثبات مي
=  )13 رابطة +  

 = 1,2, … ,  & = 1,2, … ,  

هـاي واقـع در   درايه سايرنسبت به  كند در صورتي كه مقدار خروجي بيان مي رابطهاين 
هـاي  نيز نسبت بـه درايـه   تر باشد، مقدار تخصيص بزرگ ةام ماتريس اوليjام و ستون iسطر 
  .تر خواهد بودبزرگ) ولتاژ( Vام ماتريس jام و ستون iواقع در سطر ديگر 

اگر همين روند نيز براي تشكيل مـدار تقسـيم جريـان سـطري و سـتوني مـثلاً روي عنصـر        
  .آيددست مي بهجريان عبوري از اين مقاومت ، شوداجرا ) معادل با ( r111مقاومتي 

=  )14رابطة  1 1+ + + 1+ +  

ورودي تعميم داده شـود، نيمـي    mبا  n×nتخصيص  ةاگر اين رابطه براي ماتريس اولي حال
هـاي  ريزي خطي پيشنهادي كه مربوط بـه ورودي موجود در تابع هدف مدل برنامه ةديگر از رابط

  .نشان داده شده است Iة رابطبا  زيرشود كه در چندگانه است، اثبات مي

=  )15رابطة  1 1 + 1
 

  = 1,2, … ,      &      = 1,2, … ,  

هـاي واقـع در   درايه سايرنسبت به  كند در صورتي كه مقدار ورودي بيان مي رابطهاين 
هـاي  نيز نسبت به درايـه  تر باشد، مقدار تخصيص كوچك ةاوليام ماتريس jام و ستون iسطر 
  .تر خواهد بودبزرگ) جريان( Iام ماتريس jام و ستون iواقع در سطر ديگر 

در مدارهاي الكتريكي، موقعي كه جريان و ولتاژ در عنصـر مقـاومتي داراي بيشـترين مقـدار     
P(باشند، توان مصرفي  = VI (طبق . داشت خواهد را خود يشترين مقدارب ،نيز آن عنصر مقاومتي

ترتيب معادل اسـت بـا كمتـرين     ، حداكثر بودن جريان و ولتاژ در عنصر مقاومتي بههاي بالا رابطه
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. هـاي چندگانـه  تخصيص بـا ورودي و خروجـي   ةمسئلمقدار ورودي و بيشترين مقدار خروجي در 
تـوان  آيـد، مـوقعي مـي   دست مي هكه از نسبت خروجي به ورودي ب DEAكارايي در  ةطبق رابط

واحدهاسـت كـه    سايرطور قطع داراي بيشترين كارايي نسبت به  هگيري بگفت يك واحد تصميم
 داشـته  ديگـر  ينسبت به واحـدها  را خروجي آن واحد بيشترين مقدار و ورودي آن كمترين مقدار

معـادلات مـدار   تخصيص خطي كه از تركيـب   ةمسئلبنابراين با ماكزيمم كردن تابع هدف . باشد
تخصـيص بـا    مسـئله  ةتـوان بـه حـل بهين ـ   مـي  ،آمده دست بهتقسيم جريان و مدار تقسيم ولتاژ 
   .ناهمگن دست يافت ةهاي چندگانها و خروجيماكزيمم كارايي به ازاي ورودي

  مثال كاربردي
 R&Dتـيم   چهـار را بـه   R&D ةپـروژ  چهـار  يك شـركت تحقيقـاتي در نظـر دارد    ةمدير پروژ

هـر چنـد بـراي هـر      ؛تواند هر پروژه را اجرا كنـد  ميهر تيم مطابق با اصول فني . هدتخصيص د
 ةكـارايي بـه نحـو    ،ديگـر  بيـان بـه  . ها متفـاوت اسـت  خروجي نتيجةتخصيص، تقاضاي منابع و 

 بايـد كـه هـر تـيم     اي هاي ماليهزينه ،4 جدول ةدر هر خان. بستگي دارد مسئلهتخصيص دادن 
فنـي حاصـل از هـر     ةعنوان ورودي و درآمد ممكن و ضـريب درج ـ  به ،براي هر پروژه صرف كند

مديريت شـركت درصـدد   . ترتيب مشخص شده است خروجي بهدو عنوان  به ،پروژه توسط هر تيم
كـه بيشـترين   به طوري ؛تيم است چهارپروژه به  چهارحل ممكن براي تخصيص اين  بهترين راه

  .آورد دست بهكارايي نسبي را از تخصيص يك به يك آنها 

  تخصيص با يك ورودي و دو خروجي ةاولي ةمسئل .4جدول  
  تيم  پروژه

D C B A 

20(  ,  35 , )16  24(  ,  41 , )14  31(  ,33 , )10  22(  ,29 , )11  1 
27(  ,  41 , )14  25(  ,  33 , )11  25(  ,42 , )16  26(  ,33 , )15  2  
29(  ,  28 , )13  30(  ,  31 , )15  28(  ,37 , )18  20(  ,38 , )17  3  
21(  ,  38 , )15  23(  ,  27 , )9  24(  ,36 , )11  30(  ,40 , )12  4  

  
ريزي خطي عـدد  ، مدل برنامه)5 ةرابط( شدهپيشنهادگذاري اعداد جدول در مدل پس از جاي

فوق با ماكزيمم كـارايي نسـبي كـه بـه ازاي هـر       4×4تخصيص  ةمسئلبراي  صحيح پيشنهادي
=   :است از دارد، عبارتخروجي ناهمگن  دوورودي و  يكتخصيص ممكن،  1.373 + 1.245 + 1.676 + 1.682 + 1.476 + 1.668+ 1.403 + 1.502 + 1.758 + 1610 + 1.437+ 1.266 + 1.442 + 1.461 + 1.307 + 1.685  
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   + + + = 1  
   + + + = 1 
   + + + = 1 
   + + + = 1 
   + + + = 1 
   + + + = 1 
   + + + = 1 
   + + + = 1    = 0  1 

  :خواهد بود 5ها طبق جدول ها به پروژهيك به يك تيم ةبهين با حل مدل فوق، تخصيص

  بهينه جواب. 5جدول 
  تخصيص بهينه  ورودي  خروجي

14 ،41 24  1تيم  C پروژة

  2تيم  B پروژة 25 42، 16

17 ،38 20   3تيم  A پروژة

15 ،38 21   4تيم  D پروژة

  
 ترتيب با استفاده از مدل ذكر است كه در صورت حل اين مثال با مدل چن ولو و نيز به شايان

ريـزي خطـي تخصـيص بـا تـابع هـدف       برنامـه ها و مدل ريزي خطي تحليل پوششي دادهبرنامه
  .آمد دست به 5مشابه با جدول  اي ماكزيمم، نتيجه

  با مدل چن و لو شده مدل پيشنهاد ةمقايس
اين دو مدل رياضي  ةبا مدل چن و لو، ابتدا به مقايس شده روش حل مدل پيشنهاد ةقبل از مقايس

هـايي كـه   ، تعداد محدوديت)باينريصحيح، حقيقي،  عدد(خطي از لحاظ تعداد متغيرهاي تصميم 
) B-1( Bابعـاد مـاتريس    ،هسـتند و نيـز  ) متغيـر مصـنوعي  ( Rيا شـامل  ) متغير كمكي( Sشامل 

 ـ    ةبـراي مقايس ـ  از ايـن رو،  .1شودپرداخته مي مبـاني اصـلي و رونـد     دايـن دو مـدل رياضـي، باي
   . شوندتشريح شده است با هم مقايسه ادامه ها كه در گيري اين مدل شكل
تخصـيص   ةها براي حل مسئلهاي مرسوم و يكي از معتبرترين روشمدل چن و لو از روش 

 هـا بـا مـدل   اسـت كـه از تركيـب مـدل تحليـل پوششـي داده      چندگانه  هاييو خروج يورودبا 
هـا  شـغل  ةبراي هر فرد، هم ـ بياني، به. وجود آمده است هريزي خطي تخصيص بكلاسيك برنامه

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   .رجوع شود) 2010بازارا و همكاران، (يا ) 1394آذر، (، به منابع Bها و ماتريس براي آشنايي با انواع متغيرها، محدوديت. 1
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گيـري  واحـد تصـميم   nشـود، يعنـي   گيري در نظر گرفتـه مـي  واحد تصميم ةشامل يك مجموع
)DMU(1) (در اين مدل، با در نظر گرفتن شغل. وجود دارد jعنوان واحد هدف براي ارزيابي، ام به

 BCC(1)ها با اسـتفاده از مـدل   شغل بقيةتواند نسبت به ام ميjام به شغل iكارايي تخصيص فرد 
ام بـه هـر شـغل بـا     iبنابراين، كارايي نسبي تخصيص فرد . ها تعيين شوددر تحليل پوششي داده

),(آيد مي دست بهتغيير واحد هدف در مدل  ), ,( ), … , ,( در ضـمن، كـارايي نسـبي    ). (
در . شـود مانده مقـايسه مـي ام با تخصيص آن به افراد باقيiام تخصيص داده شده به فرد jشغل 

شوند كه در نظر گرفته مي) DMU(2)(گيري عنوان واحـدهاي تصميمافراد نيز به ةاين حالت، هم
ام به هر فـرد  jهمچنين، كارايي نسبي تخصيص شغل . شوددر اينجا استفاده مي BCC(2)از مدل 

),(آيـد  مـي  دست بهبا تغيير واحد هدف در مدل  ), ,( ), … , ,( دو نـوع از   از ايـن رو، ). (
  . آيدمي دست بهايي نسبي كار

هاي سازي كل كاراييهاي چندگانه، به بهينـهتخصيص با ورودي و خروجي ةحال براي مسئل
بدين منظور، چن و لو ضريب كارايي تركيبي را براي ادغام  است؛نياز نسبي به ازاي هر تخصيص 

)(دو نوع كارايي نسبي ارائه دادند  , ) = ,( ) × ,( ضـريب كـارايي   (كه ايـن مقـدار   ) (
 ةعنـوان جـواب نهـايي كـارايي نسـبي بـراي مسـئل       هاي ممكن بهبراي تمام تخصيص) تركيبي

از آنجا كه ضريب كارايي تركيبـي  . هاي چندگانه در نظر گرفته شدتخصيص با ورودي و خروجي
شـود  باعـث مـي   آيـد، مي دست بهاز ضرب دو نوع كارايي در تابع هدف مدل چن و لو قرار دارد و 

چـن و لـو بـا اسـتفاده از توابـع       بنابراينريزي غيرخطي تبديل شود؛ مدل چن و لو به مدل برنامه
ريزي خطي تبديل كردند وجود آمده را به مدل برنامهريزي غيرخطي به، مدل برنامه)log(لگاريتم 

عنوان تابع هدف ود، بهصورت تابع لگاريتمي تعريف شده ببار بهو ضريب كارايي تركيبي را كه اين
، مـدل ارائـه شـده در ايـن     دشاشاره  طور كه قبلاًاما، همان. 1تخصيص در نظر گرفتند ةدر مسئل
 بـا در نظـر گـرفتن   و  يكيالكتر يعناصر و مدارها ،مهندسي برقخطي  با استفاده روابط پژوهش

 يصتخص ـ ةمسـئل نوع  ينامختص  كه يكيالكتر يكار رفته در مدارهاهب ينوع ساختار و توپولوژ
ن در ايـن  امحقق ـ. آمــده اسـت   دسـت  بـه ، است) چندگانه هاييو خروج هايبا ورود يصتخص(

ريـزي خطـي   ها، از ابتدا به مدل برنامـه هاي تحليل پوششي دادهپـژوهش، بدون استفاده از مدل
 شـدة نهادمـدل پيش ) نسبت ستاده به داده(و فقط با استفاده از مفهوم كارايي  وارد شدندتخصيص 

دو مدل رياضي  ةمباني اصلي اين دو مدل، مقايس ةحال پس از مقايس .اندخود را بسط و ارائه داده
  .شود ميارائه  6 جدولو نتايج حل آنها در 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  .مراجعه شود) 2007چن و لو، (بيشتر مدل چن و لو به منبع  مطالعةبراي . 1
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افـزار  نـرم  بـه كمـك  مدل رياضي پيشنهادي و مدل رياضـي چـن و لـو     كه ذكر است شايان
MATLAB و چندين مثال متنوع با ابعـاد مختلـف از مسـائل تخصـيص بـا       ندنويسي شدبرنامه

بر اسـاس   ينهبه يص، تخصفوق در تمام مسائل. حل شدناهمگن  ةچندگان هاييو خروج يورود
  .آمد دست بهي در دو مدل پيشنهادي و مدل چن و لو يكسان نسب ييكارا يممماكز

تـاپي بـا   ، در لـپ )سـبات زمـان محا ( Time CPU ةمحاسـب  برايها پردازش ةكلي همچنين،
  : صورت گرفت زيرمشخصات 

  

   Time CPUتاپ مورد استفاده جهت محاسبه مشخصات لب .6شكل 

  گيرينتيجه
روش كمي مفيدي است كه بـا تـابع هـدف هزينـه يـا سـود مطـرح         ،تخصيص كلاسيك ةمسئل
گيـري  تصـميم هـاي متنـوعي در   هـا و خروجـي  ورودي بـه  معمولاً ،شود، اما در دنياي واقعي مي

تخصـيص كلاسـيك را بـراي كاربردهـاي واقعـي       ةاين پژوهش، مسئل .شود ميتخصيص توجه 
   .بهبود داده است ،ممكن يصهر تخص يچندگانه به ازا هاييو خروج يورود ةوسيل به

 يمتعـدد و متنـوع مـدارها    هـاي يتبا استفاده از قابلمدل رياضي پيشنهادي كه در اين مقاله 
تخصـيص بـا مـاكزيمم     ةمسـئل ارائه شد، براي حل  برق يمهندس ةاثبات شد قوانينو  يكيالكتر

مدل پيشنهادي براي حل . رودكار ميناهمگن به ةهاي چندگانها و خروجيكارايي به ازاي ورودي
در ابعاد مختلف استفاده شد كه در تمام اين مسائل، تخصيص بهينه بر اسـاس   مسئله 15بيش از 

 مدل پيشنهادي نسـبت بـه مـدل    ةهاي عمداز جمله مزيت. سبي صورت گرفتماكزيمم كارايي ن
، تغييـر  1ياضـي مـدل ر  ينحـل چنـد   جايبه ياضيمدل ر يكحل فقط  ،مرسوم و معتبر چن و لو

كمتر بودن ، مسئلههاي ها يا خروجيها با افزايش تعداد ورودينكردن تعداد متغيرها و محدوديت

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  .استيك مدل رياضي تخصيص  ةاضافگيري بهي تصميمبرابر با تعداد واحدهاهاي رياضي در مدل چن و لو، تعداد مدل.  1



    17ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   1396بهار  ،1 ةشمار ،8دورة  ، ید 

بـا ابعـاد    يبه خصوص در مسـائل  ينهبه سمت جواب به تر يعرس ييهمگراو  مدلزمان محاسبات 
براي حل مسائل تخصيص با تابع هـدف مـاكزيمم كـارايي نسـبي كـه       زيرا معمولاً ؛است بزرگ

ريـزي  هاي چندگانه است، ابتدا كارايي نسبي هر واحد بـا مـدل برنامـه   ها و خروجيداراي ورودي
ريزي خطي تخصيص بـا  مدل برنامه كمك بهسپس آيد،  مي دست بهها خطي تحليل پوششي داده

گيرد، در حالي كه در اين پـژوهش  تابع هدف ماكزيمم، تخصيص يك به يك واحدها صورت مي
يافتن تخصـيص   برايريزي خطي عدد صحيح تنها از يك مدل برنامه ،براي حل اين نوع مسائل

   .دشه گيري با ماكزيمم كارايي نسبي، استفاديك به يك واحدهاي تصميم
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