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 گیری با استفاده از بندی واحدهای تصمیمرتبه

 مدل ابرکارایی غیر شعاعی

 2محمدرضا علیرضايی ،3سید علی رخشان

 ناپارامتريک بررا  سرش و و ارايرابی ارارايی نسر ی      روشیها، تحلیل پوششی داده چکیده:

اا آن ايی اره   .ها  چشدگانه استها و خروجیگیرنده با ورود ا  اا واحدها  تصمیمم موعه
ارارا و ناارارا تیسریم     ۀگیرنده را به دو دسرت واحدها  تصمیم ،هاها  تحلیل پوششی دادهمدل
در گیرنده هسرتشد.   بشد  ااملی اا واحدها  تصمیم ها درصدد رت ه گیرنده اغلب تصمیم اششد، می
ها پرداخته شده بشد  واحدها  اارا در تحلیل پوششی دادهمدلی برا  رت ه ۀبه توسعنوشتار اين 
اسرتااده اا مردل   اه با  اند اردهپیششهاد  دو مدل جديد غیر خطی محییانابتدا  ،اا اين رو است.
بشرد   رت ره ارارا   ۀگیرندواحدها  تصمیم ،مدل دوم امک بهو پرداخته اارايی  ۀبه محاس  ،اول
نهايت برا  بررسی بیشتر د و درنها همواره يک جواب شدنی دارطور  اه اين مدل بهشوند؛  می

 بشرد  میايسره  هرا  رت ره  با ساير مدلمدل پیششهاد  موجود در میاله  ،در چشدين مثال عدد 
 است. عملكرد مشاسب مدل پیششهاد   ۀاششديیدأنتايج ت .اند شده
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 مقدمه
ها نیرو  گیر  يكی اا مسائل مهمی است اه در اندگی شخصی و اجتماعی انسانامرواه تصمیم
 ،قو  اه بتواند انسان را در اين امیشه يار  اشدروش ضرورت وجود يک  ،اا اين رو؛ بسزايی دارد

م تشی برر   و با ساختار رياضی است روشی 3(DEA) هاااملاً محسوس است. تحلیل پوششی داده
ارائره  آن را ( 3391 )چارنز، اروپر و رودا،  وچارنز و همكارانريز  خطی اه برا  اولین بار  برنامه
(. 3391)فرارل،   اين روش در واقع تعمیم اار فارل در ابداع اولین روش غیر پارامتر  است اردند.

ها  اشترل، مديريت و امرواه ااربردها  فراوانی در امیشهاه  استابزار  ها تحلیل پوششی داده
 2(DMU) گیرر  تصرمیم  واحرد  هرر روش، ايرن   در  (.2009)ونگ، لیو، الحاق،  داردگیر  تصمیم

بررا    .شرود به دو گروه اارا و نااارا تیسیم مری و  ارايابی شدهاساس چشدين ورود  و خروجی بر
 روش ،نمونره بررا    ،اسرت  شرده  معرفی گوناگونیها  روش  DEA بشد  واحدها  اارا در رت ه

گیرنده پیشرشهاد شرد )سكسرتون، سریلكمن،      بشد  واحدها  تصمیماه برا  رت ه تیاطعی  اارايی
برر اسراس     ،بشد  برا  واحردها  ارارا  رت ه يشدافريک  وو همكاران جهانشاهلو (. 3396هوگان، 

اا ريران،  اند )جهانشاهلو، جونیور، لطای و  اردهپیششهاد  رو  واحدها  نااارا ات اين واحدهاثیرأت
بررا    ارارايی بره روش ابرر   هااره بعرد   انرد دادهروشی ارائه  (3331) اندرسون و پترسون .(2001
ها  DMUبشد   رت هبرا   MAJروش  ،با توجه به روش ابراارايی واحدها معروف شد. بشد   رت ه

ها  موجرود در  آن ااه بسیار  اا روش (. اا3333)جهانشاهلو، علیرضايی، محرابیان،  شدمعرفی 
، نیراا بره   رسرشد  مری بشد  واحدها  ارارا  در رت ه نشدنیجواب به هايی خاص بشد ، در مثالرت ه
 شود.احساس می ،باششد شدنیهايی اه همواره روش
طرور   هبر  بشرد  و مشركلات آنهرا   رت ره  ها روش، ادبیات پژوهو در بخو نوشتار اين  ۀادام
هرا   عشوان مردل با پژوهو ، در بخو روش پژوهو، نوآور  موجود در شود تشريح می مختصر

در بخرو   سرس   و اررده را پیششهاد گیرنده   تصمیمواحدها بشد  برا  رت ه SAR غیر شعاعی
تعرداد   بشرد  ابرارارايی و   با روش رت هپیششهاد  روش ، عدد  هايی مثالبا  ها  پژوهو يافته

 بیان خواهد شد. اا بحث  الی گیر نتی هدر پايان نیز شود.  می میايسه ،روش موجود

 پیشینۀ نظری پژوهش

 هاتحلیل پوششی داده

در اين راسرتا بايرد    گیر  تصمیمات آتی آنها نیو اساسی دارد.ارايابی عملكرد ساامان در جهت
ها  آتری رونرد   ساا ين طريق بتوان در تصمیما تا اا شودمحاس ه ها ور  ساامانبهره اارايی و

 رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر

1. Data Envelopment Analysis 

2. Decision Making Unit 



913ـــــــــــــــــــــــــــ...مدلابرکاراییگیریبااستفادهازبندیواحدهایتصمیمرتبه

در عصر حاضر دسرتیابی بره رشرد اقتصراد  اا طريرق ارتیرا         رشد اقتصاد  را اير نظر داشت.
 ور  برا اسرتااده اا  ارتیا  بهرره  رود.شمار می ترين اهداف اقتصاد  اشورها به اا مهم ،ور  بهره

 اشد.امک میبه رشد اقتصاد  مستمر و تولید پايدار  اه شود عوامل تولید حاصل می

تحلیرل پوششری   است.  هاتحلیل پوششی داده يكی اا ابزارها  مهم و مشاسب در اين امیشه،
تولیرد، بره ارايرابی    موضروعۀ  برا فررا اصرول    يک روش ناپارامتريک است اه  ( DEA) هاداده
اه هر يک دارا  چشدين ورود  و چشردين خروجری   پردااد  می( DMUگیرنده )ها  تصمیماحدو

ها با سرعت اياد  در حال گسرترش بروده و   تحلیل پوششی داده روشامرواه استااده اا  هستشد.
مراارز   هرا، بیمارسرتان  پسرت،  مانشرد صرشعت بانكردار ،    ،ها و صشايع مختلر  در ارايابی ساامان

و ااربرد   نظر  ۀجش  اها  اياد  اتوسعه شود.... استااده میها وپالايشگاه ها،نیروگاه آمواشی،
ارارگیر    اه ششاخت جوانب مختل  آن را بررا  بره   رخ دادهها ها  تحلیل پوششی دادهدر مدل
تعیرین میرزان    ا هرا برر  ها  تحلیرل پوششری داده  استااده اا مدل اشد.ناپذير می تر اجتشابدقیق

میرزان   ۀارائر اررده و برا    هرا  مختلر  تعیرین   ها را در شاخصنیاط ضع  ساامان اارايی نس ی،
 اشد.  ور  مشخص میمشی ساامان را به سو  ارتیا  اارايی و بهره خط مطلوب آنها،

هرا   خروجری  ،ها  مشابه واحد ناارارا اه با ورود ها  اارا واحدهايی هستشد همچشین الگو
اين تشوع وسیع در نتايج  اند.ها  امتر تولید اردهبا استااده اا ورود را ها بیشتر يا همان خروجی

همرین امرر   و  ا  رو به گسترش باشدبا سرعت فزايشده روشاست اه موجب شده استااده اا اين 
نیز رشد اياد  داشته باشرد و بره    نظر اا بعد  ها تحلیل پوششی داده روشموجب شده است اه 

 ها  فعال در علم تحییق در عملیات ت ديل شود.يكی اا شاخه

امکانتولیدۀمجموع

 :نامشد می امكان تولید ۀم موعرا   ا  اه در اصول اير صدق اشدم موعه
)اروپر، سریاورد،    مشاهده شده به م موعره تعلرق دارد    ( X,Y تمام ) :اصل شمول مشاهدات  .3

 .(2000تون، 

      نیرز  0             آنگراه  ، دش( يک عضو اا م موعه باش X,Y اگر ) ن:كرابی ۀاصل اشع .2
 .(2000، و همكاران )اوپر به م موعه تعلق دارد

 داريم: آنگاه ، اا م موعه باششد   عضو  3  3  اگر: تحدب   اصل .1

                                           
، و همكراران  )اروپر  اا م موعه اسرت   عضو ،نیز بالاست ۀترایب خطی اا دو نیط يک  اه 
2000). 
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 ااا  تمررام آنگرراه برره ،  دش( يررک عضررو اا م موعرره باشرر X,Y اگررر )    :پررذير امكرراناصررل  .4
و  )اروپر  بره م موعره تعلرق دارد           آنگراه               طور  اه  به        
 (2000، همكاران

امكان تولید  ۀم موع ،4 و  1 ، 2 ، 3توسط اصول شده تولید ۀاوچكترين م موع :امیشهاصل  .9
 .(2033بوگتوفت،  و )اوتو دهشد ل میشكرا 

CCRمدل

 خروجری باشرد.   s ورود  و  m دارا   يرک گیرنده داشته باشیم اه هر واحد تصمیم n فرا اشید 

باشرد.   pام واحرد  r خروجری      و  }    3    اره p  واحرد  ام i ورود       فررا اشیرد  
در  p  نمررايو واحررد          2   3         2   3           ۀنیطرربشررابراين 

 )چارنز صورت اير است به CCRامكان تولید و مدل م موعۀ  .استامكان تولید  ۀم موعفضا  
 (:3391، و همكاران

    ∑|          (3رابطۀ 

 

  1

   ∑    

 

  1

      0   

    1       
 

              (2 رابطۀ

       ∑     

 

  1

            1     

∑     

 

  1

           1     

   0      1      

واحردها    ،CCRاا جمله آنهرا مردل    ،هاايی تحلیل پوششی دادهها  پايهاا آن ايی اه مدل
بشرد  بررا     طرور  اره هریت رت ره     اششد، بهاارا و نااارا تیسیم میدستۀ  گیرنده را به دو تصمیم

بشرد    ها برا  رت ره ها  تحلیل پوششی دادهمدلتوسعۀ  ،شوند، اا اين روواحدها  اارا قائل نمی
 شود.ها در ادامه بررسی میشود. تعداد  اا اين روشواحدها  اارا احساس می

بندیواحدهایکاراهایرتبهروش

 )سكسرتون  گیر  معرفی اردها  تصمیمبشد  واحدسكستون روش اارايی تیاطعی را برا  رت ه
ثیر أگیرنرده برر اسراس تر    بشرد  واحردها  تصرمیم   در اين روش م شا  رت ه (.3396، كارانو هم
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ارارايی   روش در. استمختل  ، بر رو  واحدها  واحد يک هاخروجی و ها ورود ۀبهیش ضرايب
گیرنرده   واحد تصرمیم   n فرا اشید شود. استااده می صورت اير به CCRتیاطعی اا مدل مضربی 

واحد ام i ورود       فرا اشیدخروجی باشد،  sورود  و  mمتشكل اا  يکباشیم اه هر داشته

  pخروجی      و  }    3    اهr  ام واحرد  p  و همچشرین برردار    باشردV  وU    بره ترتیرب
 ضرايب ورود  و خروجی هستشد:

     ∑             (1رابطۀ 

 

  1

 

        ∑     

 

  1

 1 

∑     

 

  1

 ∑     

 

  1

 0     1     

   0     1      

   0      1      

بررا  هرر واحرد     ،CCRدسرت آورده اا مردل    ه)مطلروب( بر   ۀبا استااده اا ضرايب بهیشحال 
   گیرنده، میدارتصمیم

 اشیم:تعري  می 4رابطۀ صورت  هب را  

   (4رابطۀ 
  

∑    
    

 

  1

∑    
    

 

  1

 

*اه در آن 

rku  و*

ikv خروجی و ورود  بررا  واحرد    ۀها  بهیشترتیب وان بهk امرک   ام بره
   ،ديگربیان . به هستشد 1رابطۀ 

ام است. kواحد  ۀها  بهیشامک وان به ،امtمیدار اارايی واحد   
مراتري  تیراطعی ايرر را خرواهیم      ،با ان ام فرايشد فوق برا  هر دو اوج واحدها  تحت بررسی

 داشت.
ماتریستقاطعی.0جدول
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 است. دگرينها  بهیشه وجود جواب ،مشكل اصلی روش اارايی تیاطعی
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 گیرنده معرفی اردندبشد  واحدها  تصمیماندرسون و پیترسون مدل ابر اارايی را برا  رت ه
واحرد   ۀتعیرین رت ر  بررا   نیز مشرهور اسرت. آنهرا     AP(. اين مدل به 3331)اندرسون، پترسون، 

هرا   DMU ۀمانرد  امكان تولید خارج اردند و مدل را برا  براقی م موعۀ گیرنده، آن را اا تصمیم
 صورت اير است: گیرنده بهبشد  واحدها  تصمیم . مدل پیششهاد  آنها برا  رت هاجرا گذاشتشد به

          (9رابطۀ  

       ∑      

 

  1    

            1     

∑      

 

  1    

           1     

   0      1          
 :است اير اساسی مشكلات دارا  ابراارايی مدل
بشرد   ها  مختل  برا  رت ره در ماهیت ورود  و خروجی با بااده به مییاس APمدل  .3

امرانی اره ورود  يرک    برا  مثال شود.  نشدنیگیرنده ممكن است تصمیمواحدها  
 (.3331دولا، و  واحد صار باشد )هیكمن

ها، تغییرات اياد  در ترابع هردف   در برخی موارد ممكن است تغییرات اوچكی در داده .2
 (.3331دولا،  و )هیكمن بشابراين اين مدل ناپايدار استاشد، اي اد 

طور  را معرفی اردند. همان MAJمحرابیان و همكاران مدل  APبا توجه به مشكلات روش 
صرورت شرعاعی    گیرنده به سو  مرا بره مشخص است، حرات واحدها  تصمیم APاه اا مدل 

 APبرر خرلاف مردل     MAJاست. اما مدل  اشكالی را اي اد اردهاين حرات گیرد اه میان ام 
اما همچشران   ،اشدرا حل می APمشكل ناپايدار  روش  MAJيک مدل غیر شعاعی است. مدل 

 صورت اير است: به MAJمدل  .(3333، و همكاران ها نشدنی است )جهانشاهلوبرا  برخی داده

   1            (6رابطۀ 

       ∑      

 

  1    

            1     

∑      

 

  1    

           1     

   0      1          
سری  أگیرنرده اره ارارا  ر   بشرد  واحردها  تصرمیم   روشی برا  رت هجهانشاهلو و همكاران 

 نرم يرک اسرتااده اردنرد. اسراس ايرن روش نیرز      فاصلۀ هستشد، ارائه دادند. در اين روش اا تابع 
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ااده لطای، ش اع، توحید ،  )جهانشاهلو، حسین ابراارايی است. اين روش نیز همواره شدنی است
 .(2004رضويان، 

3  (1رابطۀ               ∑ |
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      |   ∑ |
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      |  

         ∑      

 

  1    
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   0    0     1         1     

   0      1         

 

گیرنرده ارائره   بشد  واحدها  تصمیمبرا  رت ه 3نرم چ یش  ۀروشی بر پايرضايی و همكاران 
اردند. اساس اين روش بر اساس ابراارايی است. اين روش جزء محدود ااربردها  نرم چ یشر   

اين . (2032)رضايی، ضیائی رضايی، جهانشاهلو، حسین ااده لطای  هاستدر تحلیل پوششی داده
 است: داده شدهنشان  9مدل در رابطۀ 

          (9رابطۀ 

       ∑      

 

  1    

             1     

     ∑      

 

  1    

         1     

   0      1          

محاسر ۀ  يرا خروجری محرور هسرتشد و در     محرور   يا ورود  ،بشد  موجودها  رت هااثر روش
هرا   اششرد. همچشرین خیلری اا روش   صورت شعاعی عمل مری  گیرنده بهواحدها  تصمیماارايی 

اه بدون محرور   . اا اين رو به روشیرسشد میجواب نشدنی به بشد  واحدها  اارا  موجود در رت ه
گیرنرده عمرل اشرد و    اارايی واحدها  تصمیم ۀصورت غیر شعاعی در محاس  باشد و همچشین به

 بشد  واحدها  اارا داشته باشد، نیاا داريم.همواره يک جواب شدنی برا  رت ه

 رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر

1. Tchebycheff norm 
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 پژوهش شناسیروش

 SARهای غیر شعاعی گیرنده با استفاده از مدلبندی واحدهای تصمیمرتبه

هرا و  و سرس  بره تشرريح ويژگری    شرود   مری ارائه بشد  پیششهاد  ابتدا روش رت ه در اين بخو
 پرداخته خواهد شد.ها  موجود ها  اين روش نس ت به روش مزيت
 خروجی باشد.  s ورود  و   m دارا   يکگیرنده داشته باشیم اه هرواحد تصمیم  n فرا اشید  

ن بشابراي باشد. p  ام واحد r خروجی      و  }    3    اهp  ام واحد  i ورود        فرا اشید
در فضررا   p نمررايو واحررد          2   3         2   3           ۀنیطرر

 است.م موعه امكان تولید 

گیرندهکاراییواحدهایتصمیمۀبرایمحاسبSAR(0مدلغیرشعاعی)گاماول:

شرده و واحردها     ارايرابی  SAR(3پوششری ) در اين روش ابتردا تمرامی واحردها توسرط مردل      
تحت برااده بره مییراس     SAR(3. مدل )شودمیاارا و نااارا اا اين مدل استخراج  ۀگیرند تصمیم
 است: نشان داده شده 3رابطۀ  درثابت 

1         1     (3رابطۀ   
1

2
    

1

  
  

       ∑     

 

  1

            1     

∑     

 

  1

             1     

0     1 

   1 

   0      1      

هرا دارا  دو جهرت ورود  و خروجری هسرتشد.     تحلیل پوششی داده ا ها  پايهتمامی مدل
اگر نروع  برا  مثال، شود. ها اعمال میيا خروجی هاتغییرات ممكن در ورود  ،بسته به نوع مدل

داشرتن   گیرنده با ثابت نگه تصمیم اارايی واحدها  ۀمحاس برا   ،محور باشد مدل انتخابی ورود 
ترا امرانی اره تصروير واحرد      خواهرد شرد   ها ها در سطح موجود، سعی بر ااهو ورود خروجی
محرور   ها  خروجری صورت مدل گیرد. به همینرو  مرا اارايی قرار  گیر  تحت ارايابی تصمیم
 توان توصی  ارد.  را می
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يک مدل بردون جهرت اسرت. در     SAR(3، مدل )شود مشاهده می 3در رابطۀ طور اه  همان
بشرابراين   .اششدترتیب ااهو و افزايو پیدا می طور همزمان به ها بهها و خروجیاين مدل ورود 

يک اارخانه را واحرد  برا  مثال، تر باشد.  مطلوب ا ها  پايهتواند نس ت به مدلمیجش ه اا اين 
محصول و  در نظر گرفته شود ورود  آن ااراشان طور  اه به ؛فرا اشیدمشتخب برا  بررسی 

ااهو تعداد ااراشان و افرزايو تولیرد محصرول     برا  SAR(3باشد. مدل )خروجی آن تولید  
 تواند برا  آن اارخانه بسیار بهیشه باشد.اشد اه میعمل می
ولی تابع هردف   ،ها خطی هستشدتمامی محدوديت 3رابطۀ اشید در طور اه مشاهده می همان
در تحلیرل پوششری    شرود،  آنها پرداخته مری  بررسی ی اه به. اا آن ايی اه مسائلاستغیر خطی 

بشرابراين همرواره دارا  جرواب     نرد، ا امكان تولیرد محردب   هو دارا  م موع بوده متشاهی ،هاداده
نهايررت توسررط محرردوديت   افررزايو اسررت ارره در  برره در مرردل بررالا رو   . میرردار هسررتشد

∑      
 
  3 اما اا لحاظ رياضی  اشد.نهايت میل نمی شود و میدار آن به بیاشترل می       

 پوشی ارد.  ها  غیر خطی چشمتوان اا خطا  موجود در مدلنمی
هرا  ارارا را در   ، تمرام واحرد  SAR(3مردل ) امک  بهها  اارا و نااارا بعد اا استخراج واحد

 رويم.به گام دوم می داده وقرار  Eا  مانشد م موعه

 SAR(4گیرندهبااستفادهازمدل)تصمیمبندیواحدهایرتبه:دومگام

بشرد  آنهرا   ها  اارا حضور دارند، به رت هاه در آن واحد Eدر اين مرحله بعد اا تشكیل م موعه 
 SAR(3نااارايی آنها اه برا اسرتااده اا مردل )    میداربا توجه به . واحدها  نااارا شود پرداخته می
شرده  استااده  SAR(2بشد  واحدها  اارا اا مدل )برا  رت ه .شوند میبشد  رت ه ،ندمحاس ه شد

 .نشان داده شده است 30در رابطۀ  ،تحت بااده به مییاس ثابت SAR(2. مدل )است

2         2     (30رابطۀ   
1

2
    

1

  
  

       ∑      

 

  1    

             1          

∑      

 

  1    

             1          

0     1 

   1 

   0      1           
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 SAR(2بشرد  مردل غیرر شرعاعی )    ، اساس رت هشود میمشاهده  30 در رابطۀطور اه  همان
شده اا م موعه امكان تولید اره   با اين تااوت اه تصوير واحد حذف ،روش ابراارايی است ۀپايبر

گیررد. تاراوت اساسری    رو  مرا قرار مری صورت غیر شعاعی  به ،به بررسی آن پرداخته خواهد شد

واحرد تحرت بررسری اا     اه است. اا آن ا    و  دهی میادير میدار ۀدر نحو ،3رابطۀ و 30رابطۀ 
هرا  موجرود در مردل    شود، بشابراين برا  ايشكه محدوديتفضا  م موعه امكان تولید خارج می

اشرد اره يرک    ارضا شوند تا برا  تابع هدف میدار  داشته باشیم، مدل به اين صورت عمل مری 
وجود آمدن چشین اتاراقی   برا  به .اشدتصوير برا  واحد تحت بررسی رو  مرا انتخاب می ۀنیط

و3    نیاا به دو محدوديت  0 گیر  تحت ارايابی با توجه به واحد تصمیم داريم. 3    

2 دارا  میدار  SAR(2مدل ) در  ،بیشتر  داشته باشرد  2 است. بشابراين واحد  اه میدار  3 

فیط يک مردل   SAR(2اه مدل ) بايد اين نكته را يادآور  اردبالاتر  قرار خواهد گرفت.  ۀرت 
 2 اشرد و میرادير   بشد  است اه اشكالات موجرود در روش ابرارارايی را برطررف مری     برا  رت ه

  بشد  دارند. رت هجش ۀ فیط  ،شده محاس ه
 ارد. بررسی متغیر نیز  توان تحت بااده به مییاسرا می SARهر دو مدل 

 های پژوهشیافته
و آنها را  ارده اير را بیان ۀقضی 2بشد  پیششهاد  در اين میاله، در راستا  قوت بخشیدن به رت ه

 اشیم:اث ات می
 ااراست. SAR(3تحت مدل ) ،اارا باشد CCRاگر واحد  تحت مدل :0ۀقضی

ااراست. بشابراين در حالت  CCRام تحت ارايابی باشد اه تحت مدل pفرا اشید واحد  اثبات:

 لذا داريم:. 3   و 3     يعشیاست؛ محور دارا  میدار اارايی يک  محور و خروجی ورود 

 3  
3

2
    

3

  
 SAR(3تحت مدل ) ،اارا باشد CCR. بشابراين اگر واحد  تحت مدل 3  

 نیزاارا است.

 همیشه شدنی است. SAR(2فرا بااده به مییاس ثابت مدل )با  :4ۀقضی
شدنی  ۀهمواره يک نیط ،برا  اث ات قضیه اافی است تا نشان دهیم اه در دو حالت اير اثبات:

 وجود دارد. SAR(2ها  مدل )در فضا  شدنی متشكل اا محدوديت
 تولید باشد.حالت اول: امانی اه واحد تحت ارايابی رو  مرا م موعه امكان 

 در نظر بگیريم. SAR(2در اين حالت اافی است میادير اير را برا  متغیرها  مدل )
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   1      1     0      1           

 شوند.شدنی می SAR(2ها  مدل )صورت تمامی محدوديت در اين
، بیرون اا م موعه امكان تولیرد باشرد   SAR(2حالت دوم: امانی اه واحد تحت بررسی در مدل )

 ترتیب آنیدر بزرگتر اا يک و اوچكتر اا يک در نظر گرفت اره بررا  هرر    را به    و  توان  می

 برقرار شوند.  SAR(2ها  مدل )محدوديت           3     0   
نشان دهریم اره ايرن نیطره شردنی       3توان ط ق اصل ارشمیدوسی اعداد حییییهمچشین می

 بشرابراين داريرم:   ،3     0     به اين صورت اره برا در نظرر گررفتن     ؛همواره وجود دارد

 طرور  اره   بره  0   . لذا بشرابر اصرل ارشمیدوسری اعرداد حیییری وجرود دارد       0       

محرردوديت         و       3    و 0   . لررذا بررا در نظررر گرررفتن             
∑      

 
شررود. ط ررق همررین اصررل، شرردنی بررودن محرردوديت  برقرررار مرری            3  

∑      
 
 ااملا بديهی است.            3  

ها  غیرر  ها  مدلمزيت؛ حال اارايی پرداختیمها  ق ل به طرح اشكالات مدل ابردر بخو
 شود: بیان مینس ت به مدل ابراارايی  SARشعاعی 
بلكره بررا  به رود واحرد      ،محور هسرتشد  محور و نه خروجی نه ورود  SARها  مدل .3

 اشد.تحت بررسی در دو جهت ورود  و خروجی حرات می

همیشه شدنی است. اا آن ايی اه ضع  اصلی روش ابراارايی نشدنی  SAR( 2مدل ) .2
 توان آن را پوشو داد.با استااده اا اين روش می است،بودن آن در برخی مسائل 

مثالهایعددی

و  شرده  محاسر ه  روش پیششهاد  ايرن میالره   بااه در آنها  مثال آورده شدهدر اين بخو چشدين 
 شود. میبشد  میايسه ها  رت هنتايج حاصل اا آن با ساير روش

شود  پرداخته میخروجی 2ورود  و  2با گیرنده تصمیمواحد   1بشد   به رت ه  مثال اين   در.0مثال
برا   SARنترايج حاصرل اا روش   سرران ام  ( و 2033، و همكاران جهانشاهلواا  3ها  مثال )داده
 .دنشو میمیايسه  ،ابراارايی روش نتايج 

ارارا    6و  4و  1فیط واحدها   ،گیر واحد تصمیم 1اشید اا بین طور اه مشاهده می همان
CCR         م موعرۀ   ،هستشد. بشرابراين برا توجره بره گرام دوم موجرود در ايرن میالرهE  صرورت  بره 

 رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررر

وجرود دارد؛   nباشد، آنگاه يک عردد ط یعری مانشرد     0  دو عدد حیییی باششد اه  yو  x. اصل ارشمیدوسی: فرا اشید 3
 .    طور  اه  به
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{1  ,4  ,6=} E  خواهد بود. اا آن ايی اه اساس روشSAR در ايرن   ،ابرارارايی اسرت   ۀبر پاي
 بشد  ابراارايی يكسان است. با رت ه SARبشد  مثال نشان خواهیم داد اه رت ه

0هایمثالداده.4جدول

3واحد 6واحد 3واحد 2واحد   0واحد 4واحد 9واحد

 3 ورود  2 1 2 2 1 2 1

 2 ورود  1 4 2 1 4 2 4

 3 خروجی 4 9 4 9 4 4 9

 2 خروجی 9 6 4 4 9 6 4





بندیمقادیرکاراییورتبه.9جدول

3واحد 6واحد 3واحد 2واحد   0واحد 4واحد 9واحد

13/0 00/3 62/0 00/3 00/3 16/0 31/0 CCR 

949/0 00/3 191/0 00/3 00/3 911/0 364/0 (3)SAR 

-- 22/3 -- 32/3 00/3 -- -- (2)SAR 

 ابراارايی 3296/0 1633/0 00/3 2900/3 6300/0 9000/3 1341/0

 SARبشد  رت ه 4 9 1 2 1 3 6

 بشد  ابراارايیرت ه 4 9 1 2 1 3 6


پرداختره  خروجری   2ورود  و  2برا  گیرنرده  تصرمیم واحرد    1بشرد    به رت ه  مثال اين   در.4مثال
با نتايج حاصل  SARو نتايج حاصل اا روش  (2004، و همكاران جهانشاهلو اا 3ها  مثال  )داده

3 و روش  MAJروش  ،ابراارايی اا روش   شد.خواهد میايسه       

لذا بشرا   ،ها اارا هستشد DMUاا آن ايی اه همه  ،اشیدملاحظه می 4در جدول همانطور اه  
 ند.با هم برابر CCRو  SAR(3میدار اارايی ) 3ۀ به قضی

اارايی دارا  جرواب نشردنی اسرت اره نیصری      اه روش ابريابیم  درمی 9اا اطلاعات جدول 
ايرن اسرت اره همرواره      SARها  روش شود. يكی اا مزيتمحسوب می روشبزرگ برا  اين 
گیرنده داريرم.  بشد  برا  واحدها  تصمیم بشابراين همواره يک رت ه آيد، دست می بهجواب شدنی 

 نیز جواب نشدنی دارد. MAJروش  ،اشیدطور اه مشاهده می همان
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4هایمثالداده.2جدول

 0واحد 4واحد 9واحد

 3 ورود  4 3 9

 2 ورود  2 9 3

 3 خروجی 0 3 0

 2 خروجی 3 3 3

 CCRاارايی  3 3 3

 SAR(3اارايی ) 3 3 3

 SAR(2میدار ) 34/3 91/300 43/3

گیرندهبندیواحدهایتصمیمرتبه.3جدول

  0واحد 4واحد 9واحد

 ابراارايی 2 نشدنی 3

2 3 1  3       

 MAJ 2 نشدنی 3

2 3 1 (2)SAR 

 و پیشنهادها گیرییجهنت

ارائره اررديم اره     SARبشد  موسوم به روش مدل غیر شعاعی ما يک روش رت ه نوشتاردر اين 
اين روش برگرفتره اا روش   اگرچهبشد  ابراارايی است. نشان داديم اه بشد  آن رت هاساس رت ه

بشد  ابراارايی را اه مش ر به يک جواب نشردنی در  مشكل روش رت ه ،بشد  ابراارايی استرت ه
 ،ها  موجود در اين امیشره نیرز  خیلی اا روش در میايسه باو ندارد را  شدها  مختل  میوضعیت

. در اررديم  آنها اقردام  اث ات به، دو قضیهپ  اا مطرح اردن اشد. در همین راستا بهتر عمل می
تحرت مردل    ،ارارا باشرد   CCRگیر  اه تحت مدل اول ثابت ارديم اه هر واحد تصمیم ۀقضی
(3)SAR  .بشد  پیشرشهاد  برا   دهد اه روش رت هاين اطمیشان را میبه ما  ۀ اولقضینیز ااراست

طور   حوريت آنهاست بهدر م CCRبا مدل  3تااوت اساسی مدل  .سااگار است DEAها  مدل
ترتیب در راسرتا  اراهو ورود  و    به ،محور بودن آن بسته به ورود  يا خروجی CCRاه مدل 

طرور   بره  SAR(3كه مدل )در حالی ؛شوداشد و میدار اارايی محاس ه میافزايو خروجی عمل می
دوم اين موضوع مطرح شد قضیۀ دهد. در ها را افزايو میها را ااهو و خروجیهمزمان ورود 

همرواره شردنی اسرت. ايرن قضریه       ،يرا متغیرر   اه مدل پیششهاد  تحت بااده به مییراس ثابرت  
تشهرا معايرب روش    ايرن روش نره   گارت تروان  روش پیششهاد  است. در واقرع مری  اششدۀ  تكمیل

 روش پیششهاد  است. ۀم موعاير ،ابراارايی روشِ بشد ِ بلكه رت ه ،دهد ابراارايی را پوشو می
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